Christophe Bertault — Mathématiques en MPSI

LIMITE D’UNE SUITE (JE SAIS FAIRE)

@ 1 GENERALITES SUR LES SUITES REELLES

& Je sais écrire avec des quantificateurs la définition d’une suite majorée/minorée/bornée. Je sais qu’un majo-
rant/minorant ne doit pas dépendre de la variable n.

& Je sais écrire avec des quantificateurs la définition d’une suite (strictement) croissante/décroissante.

n
‘T\‘ Montrer de deux manieres différentes que la suite (u, ),y définie pour tout n € N* par:  u, = = est décroissante.
n!

/

‘,—\‘ Ecrire avec des quantificateurs les propositions « (u,),ey €St majorée par 5 a partir d'un certain rang » et « (u,),en €St
= décroissante a partir d’'un certain rang ».

@ Je sais me représenter sur un dessin que pour une suite récurrente u,,; = f (u,) :

f est croissante }é (U, )nen €St croissante et: f est décroissante }é (U, )pen est décroissante.

‘, *\‘ On note f la fonction de R dans R représentée ci-dessous. Etudier rapidement de téte, en fonction de u, € R, la nature de
" Jla suite (u,),en définie par u, ., = f(u,) pour tout n € N.

® 2 LIMITE D’UNE SUITE REELLE DANS R

@ Je sais écrire rapidement les trois définitions de la limite d’une suite.

& Je sais définir et distinguer les expressions « converger », « diverger » et « avoir une limite ».

@ Je sais utiliser la définition de la limite dans des cas concrets simples — majorations/minorations et utilisation
finale de la partie entiére.
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Montrer que 11rn

=0et lim n?(3—sinn)=+00 en revenant a la définition de la limite.
‘ 4 ‘ +toon—1 n—+00

& Je sais calculer des sommes, des produits et des quotients de limites et je maitrise parfaitement les formes indéter-
minées. Je sais notamment mettre en facteur le terme dominant d’'un numérateur ou d'un dénominateur pour calculer
une limite.

_" Donner un exemple de suites (4, ),en €t (Vo )nen pour lesquelles lim u, =0et lim v, =—00, mais lim u,v,=7.Méme
‘ 5 K . n—+00 n—+00 n—+00
\— question en remplagant 7 par +00, puis par 0.

‘ 6 ‘ Rappeler quel exemple privilégié nous parle de la forme indéterminée 17°°.

n

Calculer lim et
(7)

im pour tous a € R* et a = 0.
n—+00 n& — n—+o0o qn n

@ Je sais énoncer le théoréme du cours qui concerne les inégalités strictes et celui qui concerne les inégalités larges,
et je ne les confonds pas.

‘ On note (u, ) ey la suite définie par u,, = 2" pour tout n € N. Les suites suivantes sont-elles extraites de (u,,),en ?

(2"2 )neN’ (zﬁ)neN et (4n)n€N'

\ 8

@ 3 THEOREMES D’EXISTENCE DE LIMITES

@ Je sais que le théoreme d’encadrement est d’abord un théoreme d’existence. Je ne le confonds pas avec un simple
passage a la limite, dans lequel on sait toujours déja que les limites existent.

\ 9

N

|_v2nJ sin(nz)
Etudier lim et lim ——=.
} n—+00 1/_-{- n—+00 n

@ Je sais calculer la limite d’une suite géométrique en distinguant les cas qui s'imposent.

+00o

‘/H)} A quelle condition nécessaire et suffisante sur z € C la somme Zzz” est-elle bien définie ? Que vaut-elle alors?
N n=1

& Je sais que le théoréme de la limite monotone est d’abord un théoréme d’existence. Je sais en outre qu’une suite
croissante majorée n’a aucune raison de converger vers le majorant que j’ai trouveé.

@ Je sais définir la notion de suites adjacentes et je sais énoncer le théoréme des suites adjacentes.
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® 4 SUITES RECURRENTES u,; = f(u,)

@ Je sais définir la notion de partie stable par une fonction et j’en ai compris I'importance pour l'existence des suites
récurrentes u,,; = f (u,).

2u, +1
‘/ﬁ\ Justifier I'existence de la suite (u,),cy définie par uy = 2 et u,,.; = — 1
w. —

Y n

pour tout n € N.

@ Je sais énoncer les divers résultats donnés en cours a propos de la monotonie d’une suite récurrente u,,,; = f (u,).

2
- . fox . . (s

‘, 12\‘ On peut montrer que la fonction x — 2~ 3x + 4 est croissante sur [3,+00[. La suite (u,),cn définie par u, = 3 et
7 Upyq = f(u,) pour tout n € N n’est pourtant pas monotone. Comment 'expliquer ?

@ 5 BORNES SUPERIEURES/INFERIEURES, DENSITE ET LIMITES

& Je sais énoncer la caractérisation séquentielle de la borne supérieure/inférieure et la caractérisation séquentielle
de la densité.

L P , a—
" Calculer les bornes supérieure et inférieure de ’ensemble {2 | a,be N*}.
a
e

) b
13 +b

@ 6 EXTENSION AUX SUITES COMPLEXES

@ Je sais quelles définitions et quels théorémes sur les suites réelles peuvent étre étendus aux suites complexes.

& Je sais énoncer le théoréme de Bolzano-Weierstrass.

® 7 VRAI OU FAUX?

(1*4\ Vrai ou faux ? Justifier.
—
1) Toute suite bornée est convergente.
2
x
2) Lintervalle [0,3] est stable par la fonction x — 1 + 5

3) Pour toute suite réelle (u, ),y convergente et pour toute fonction f :R— R : f ( lirgrl un) = 1i£rn f(u,).
n—+0o n—+0oo

4) Soient (u,),ey €t (Vy)neny deux suites réelles. Si (i, + v,),en diverge, alors au moins 'une des deux suites (i, ),y €t
(v)nen diverge aussi.

5) Soit f : R — R une fonction. La fonction f o f possede un et un seul point fixe si et seulement si c’est le cas pour f.

6) Soit (u,),ey une suite réelle. La suite (u,),ey €St convergente si et seulement si les suites (g, )ney €t (Uoni1)ney 1€
sont.

7) Soit (1, ),y une suite réelle. Si ligrn u, = +09, la suite (sinu,),cy n'a pas de limite.
n—+0oo
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@ 8 CORRECTION DES EXERCICES

|1

ontl  on 27(2—(n+1)) 2"(n—1) _
T (m+1)! nl (n+1) (n+1)
2n+1
Uns1 _ (n+1) _ 2 <1
u, 2" n+1
n!

| Premieére preuve : Pourtoutn € N*: u, ;—u,

Deuxieme preuve : Pour toutn € N*: wu,>0 — ane pas oublier! — et

2]
~ Dire que « (u,),ey est décroissante a partir d’'un certain rang », cest dire que : AN €N, Vn=N, u,.<u

Dire que « (u,),ey €St majorée par 5 a partir d’'un certain rang », cestdireque: 3INe€N, Vn=N, u,<5.

(3)
"~ Comme f est croissante sur R tout entier, (u,),cy €St monotone. La croissance de f et les points fixes repérés sur son graphe
nous permettent en outre d’affirmer que les intervalles ]—oo,—1], ]—1,0[, {0}, 10, 2[ et [2,+o0[ sont stables par f.

Le raisonnement qui suit est un peu long, mais il peut vraiment étre mené pas a pas de téte a partir d'un petit dessin. Essayez !

e Cas ol uy, € ]—00,—1] : Lintervalle ]—o0,—1] étant stable par f, la suite (u,),cn €st majorée par —1. En outre,
comme f(x) = x pour tout x € ]—00,—1], (u,,),en €st croissante. Croissante majorée, (u, ) ey CONverge vers un point
fixe de f dans ]—oo,—1], forcément —1.

e Cas ol uy €]—1,0[ : Lintervalle ]—1,0[ étant stable par f, la suite (u,),ey €st bornée entre —1 et 0. En outre,
comme f(x) < x pour tout x € ]—1,0[, (u,),ey €st décroissante. Déroissante minorée de premier terme strictement
négatif, (u,),ey converge vers un point fixe strictement négatif de f, forcément —1.

e Cas ou uy =0 : Constante de valeur 0, (u,),cy converge vers 0.

e Cas ou uy €]0,2[ : Lintervalle ]0,2[ étant stable par f, la suite (u,),en €st bornée entre 0 et 2. En outre, comme
f(x) = x pour tout x €]0, 2[, (u,) ey €St croissante. Croissante majorée de premier terme strictement positif, (i, )pen
converge vers un point fixe strictement positif de f, forcément 2.

e Cas ol uy €[2,+00[ : Lintervalle [2,+00[ étant stable par f, la suite (u,,),cn €St minorée par 2. En outre, comme
f(x) < x pour tout x € [2,+00[, (U, )ney €St décroissante. Décroissante minorée, (u,,) ey CONVerge vers un point fixe
de f dans [1,+00[, forcément 2.

&3 Ji Ji
— e Montrons que lim =0. Soit € > 0. Pour toutn = 2 :
n—+oon—1 n—1

Jio_Ja+l 1
= <

1
= < —. Posons

n—1  n—1 Jn+l1 4n

1 1
N={7J+1.Pourtoutn>N: n>—, donc‘
€

1
n )<—<8.
€ 1

n— vn
. 2 . . 2 . 2 A
e Montrons que 11£rnoo n“(3—sinn) = +00. SoitA> 0. Pour toutn € N: n?#(3—sinn) = 2n*. Posons N = > +1.
n—

A
Pourtoutn=N: n> \/;, donc n%(3 —sinn) = 2n? > A.

7 7
~ ) Tout d’abord : lim —=0 et lim (—n)=-—o00, mais lim [—— |x(—n)=7.
‘ 5 ‘ n—+oo n n—+o00o n—+00o n

. . 1 . . 1
Ensuite : lim —— =0 et lim (— nz) =—00, mais lim (——) X —nz) = +400.
n—+o0 n n—+00 n—+00 n

1 1
Enfin : lim — =0 et lim (—n)=—00, mais lim (——2) x (—n) = 0.

n—+oo n2 n—+oo n—+oo n

2 2

x\" 1 n 1 n
) Pourtoutx €R: lim (1 + —) =e¥, eton peut vérifierque lim (1+—-] =+oocet lim |1——| =0.
‘ 6 | n—+00 n n—+00 n n—+00 n

(7)
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8

. +00 sia>0 . 1 0 sia>0
e Pour commencer lim n%= . donc lim = .
n—+00 0 sia<O, n—>+oo n% —1 -1 sia<O.
400 six>1
n . .
e Par croissances comparées lim — = 0%, et pour tout x =0 : lim x"= 1 six=1 donc :
n—+oo 2n n—+00
. 0t six<1,
n 0 sia>2
2 1 .
= = 1 sia=2
a'+n a n n—+o0
3 + on +oo sia<2.

. 2 . . . .
La suite (2” ) est de la forme (uw(n))neN avec pour extractrice ¢ la fonction n — n? strictement croissante de N dans N.

La suite (2‘/H )ne N’est PAS extraite de (u,,),ey Car aucune puissance ENTIERE de 2 ne vaut 2¥2, En d’autres termes, la fonction

\10\

_ ) 1l s’agit juste de trouver un intervalle a la fois stable par x —

11

\12\

(13

(14

n — 4/n ne peut servir d’extractrice car elle n’est pas définie de N DANS N.

. n . . . .
La suite (4 )neN est de la forme (uw(n))neN avec pour extractrice ¢ la fonction n — 2n strictement croissante de N dans N.

1

1———
V2n—1 _|v2n J2n Jon | v2n
e Pourtoutn € N: 1 |‘ J< <2, etméme: +2x 2n<|_ J\\/_ donc par
Jn+1 1/—+1 Jn+1 1_|_1 Jn+1
[v ZnJ vn
encadrement hm =/2.
(2
1 sin(n
e La suite (sin (nz)) est bornée et hm — =0, donc lim ( ) =0.
neN+* +00o n n—+o0o n

La suite de sommes géométriques (Z (zz) ) converge si et seulement si |22} < 1, i.e. si et seulement si |z| < 1. Le cas

k=1 neN*
n 2n 2 +00 2
{4 . % _ .2, 1% 2 on_ %
échéant : 2" = g% X , donc 2" = .
e 1—22 no+oo  1—3g2 4 1—22
- =

1 . .
et contenant 2. On peut vérifier que l'intervalle

[2,+00[ convient.

Lintervalle [3,+00[ N’est PAS stable par f ! Par exemple f(3) = —= ¢ [3,+00l.

a—b a—b a 1
Notons A 'ensemble ) a,b € N*;. Pour tous a,b € N* : < — = -, donc A est majoré par —. Ensuite
| 2a+b 2a+b 2
n—1 n— . 1
€ Apour tout n € N* et lim = —. Conclusion : supA=—.
2n+1 n—>+co 2n+1 2 2
a—>b —b b . B . 1—n
Pour tous a,b € N* : = =2 —— =—1, donc A est minoré par —1. Ensuite € A pour tout n € N* et
—n 2a+b  2a+b b 2+n
im =—1. Conclusion : infA=-1.
n—+00 2+ n

1) Faux, pensez par exemple a la suite ((—1)” )n <y La réciproque est vraie en revanche.
2 2
2) Vrai. Pour tout x €[0,3]: x%2€[0,9] donc % €[0,1], etenfin 1+ % €[1,2] c[0,3].

3) Faux. Le résultat cité n’est rien de plus que le théoréme f(¢) = £ du cours sur les suites récurrentes u,.; = f(u,),
mais il faut supposer que f est CONTINUE EN £. Sur la figure ci-dessous ligrn u, = ¢, mais f(£) # L.
n—+0oo
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4) Vrai. Par contraposition, la somme de deux suites convergentes est une suite convergente.
5) Faux.
e Les points fixes de f sont aussi des points fixes de f o f car pour tout x € R pour lequel f(x) =x :

fof(x)=f(f(x)=flx)=x.

11 découle de cette observation que si f o f posséde un et un seul point fixe, alors f aussi.

e La réciproque est fausse. Les points fixes de f o f ne sont pas forcément des points fixes de f. La fonction x — —x,
par exemple, admet O pour seul point fixe, pourtant la fonction f o f correspondante n’est autre que la fonction
identité x — x dont tout réel est point fixe. ..

6) Faux. Il est vrai que si (u,),ey converge, cest aussi le cas des deux suites (Uy,)ney €t (Ugni1Jnen, Mais la réciproque
est fausse comme le prouve 'exemple de la suite ((—1)”)HGN. Le résultat devient vrai en revanche si on impose aux
suites (Us,)neyn €t (Ugnt1)nen d’avoir la MEME LIMITE.

7) Faux, par exemple lim nm =400 mais lim sin(nnt)=0.
n—+o00 n—+00




